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ნახატი 1: ოსცილატორების ჯაჭვის სქემატური ნახაზი. თითოეული ბურთულის მასა 𝑚-ია და 

ზამბარებს აქვთ წრფივი 𝑘 და არაწრფივი 𝑘3 სიხისტეები. 𝑢𝑛-ით აღნიშნულია 𝑛 -ური ბურთულის 

გადახრა წონასწორული მდგომარეობიდან. 

 

 

ამოცანა 1  

სოლიტონები მექანიკურ ოსცილატორულ ჯაჭვში (10 ქულა) 

 
ზამბარებით გადაბმული ერთნაირი ბურთულების ჯაჭვის დინამიკური ამოცანა ცნობილია 

როგორც პირველი კომპიუტერული ექსპერიმენტის მაგალითი, რომელიც პირველად 1953 

წელს ენრიკო ფერმიმ, ჯონ პასტამ და სტანისლავ ულამმა განახორციელეს პროგრამისტის 

მერი ცინგოუს დახმარებით. მათი მიზანი იყო იმის კვლევა, თუ როგორ მიიღწევა ჯაჭვის 

რხევით მოდებს შორის თერმოდინამიკური წონასწორობის დამყარება. იმისდა 

მიუხედავად, რომ ვერანაირი წონასწორობის დამზერა კომპიუტერული ექსპერიმენტის 

დროს ვერ მოხერხდა, ეს მცდელობა ითვლება ახალი კომპიუტერული ერის დასაწყისად 

ფიზიკაში. მრავალი წლის განმავლობაში ფიზიკოსები ცვალებადი წარმატებით 

იკვლევდნენ თერმალიზაციის თავისებურებებს ამ და სხვა მსგავს ჰიპოთეტურ სისტემებში 

და ეს მცდელობები დღემდე გრძელდება. ამ კვლევებმა 1965 წელს  მარტინ კრუსკალი და 

ნორმან ზაბუსკი მიიყვანა არაწრფივი ლოკალიზებული ტალღების - სოლიტონების 

აღმოჩენამდე ამ უმარტივეს სისტემაში. ამ ამოცანის მიზანიც სოლიტონური ამონახსნების 

პოვნაა. 

ნახატ 1-ზე მოცემულია ბურთულების უსასრულო ჯაჭვი, სადაც თითოეულ ბურთულას 

მხოლოდ ჯაჭვის ღერძის მიმართულებით შეუძლია რხევა. ზამბარების დაჭიმულობის 

ძალა, რომლითაც ბურთულებია გადაბმული, განზოგადოებული ჰუკის კანონით მოიცემა: 

𝐹 = −𝑘𝑥 − 𝑘3𝑥
3, სადაც 𝑘 და  𝑘3 ზამბარის სიხისტის წრფივი და არაწრფივი კოეფიციენტებია, 

ხოლო 𝑥  კი ზამბარის წაგრძელებაა.  

 

ნაწილი A: ბურთულების მოძრაობის განტოლებები (1  ქულა) 

ნიუტონის მეორე კანონიდან წესით მარტივად უნდა დაწეროთ 𝑛  -ური ბურთულას 

მოძრაობის განტოლება, რომელსაც ექნება ასეთი სახე:  

𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= 𝑓(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) + 𝑓(𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛) + 𝑔(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)3 + 𝑔(𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛)3                           (1) 

A.1 დაწერეთ რისი ტოლია 𝑓   და 𝑔  კოეფიციენტები. გამოსახეთ ისინი 

ბურთულების მასის 𝑚  და ზამბარის წრფივი 𝑘  და არაწრფივი 

𝑘3სიხისტეების საშუალებით.  

0.5 pt. 

 

ცვლადების გარდაქმნებით განტოლება (1) შეგვიძლია მივიყვანოთ უგანზომილებო 

ფორმამდე  

𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= (𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛) + (𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)3 + (𝑢𝑛−1 − 𝑢𝑛)3                                    (2) 
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A.2 დაწერეთ ცვლადების 𝑡 → 𝑎𝑡,   𝑢𝑛 → 𝑏𝑢𝑛 გარდაქმნების 𝑎  და 𝑏  

კოეფიციენტები როგორაა დამოკიდებული ჯაჭვის  პარამეტრებზე 𝑚, 𝑘 და 

𝑘3-ზე.  

0.5 pt. 

შემდეგში ყველგან ჩვენ (2) განტოლებას გამოვიყენებთ, ხოლო თავდაპირველი ფიზიკური 

სიდიდეების აღდგენა მარტივად ხდება ცვლადების შებრუნებული გარდაქმნების 

გამოყენებით. 

 

ნაწილი B: ჩვეულებრივი (არალოკალიზებული) ტალღური ამოხსნები (1.5  ქულა) 

განვიხილოთ წრფივი შემთხვევა, ესე იგი (2) განტოლებას კუბური წევრები მოვაშოროთ:  

𝑑2𝑢𝑛

𝑑𝑡2
= 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛                                                                     (3) 

ვეძებთ წრფივ ტალღურ ამონახსნს შემდეგი სახით  

𝑢𝑛 = 𝐴 cos( 𝑝𝑛 − 𝜔𝑡) =
𝐴

2
(𝑒𝑖(𝑝𝑛−𝜔𝑡) + 𝑒−𝑖(𝑝𝑛−𝜔𝑡))                                   (4) 

სადაც 𝐴  მუდმივი რიცხვია (ტალღის ამპლიტუდა), ხოლო 𝑝  და 𝜔  ტალღური რიცხვი და 

კუთხური სიხშირე. ზოგ გამოთვლებში შეიძლება უფრო მოსახერხებელი იყოს 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების ნაცვლად კომპლექსური ექსპონენტების გამოყენება, 

რომლის წარმოდგენაც  (4) გამოსახულებაშივეა მოცემული.  

B.1 ჩასვით (4) გამოსახულება (3) -ში და იპოვეთ დისპერსიული 

თანაფარდობა (𝜔 -ს დამოკიდებულება 𝑝 -ზე).  

0.5 pt. 

 

ახლა გადავიდეთ (2) არაწრფივი განტოლების ამოხსნაზე. ამისთვის პირდაპირ (4) ამოხსნის 

გამოყენება არ შეიძლება, იმიტომ რომ კუბური წევრებიც გამოჩნდება და სხვა მეთოდები 

უნდა ვეძებოთ. ყველაზე ადვილია შეშფოთების თეორიის გამოყენება, რაც გულისხმობს 

რაიმე მცირე პარამეტრის შემოტანას საძიებელ ამოხსნაში და შემდეგ ამ მცირე პარამეტრის 

ერთნაირი ხარისხების მქონე წევრებისთვის ცალკ-ცალკე განტოლებების დაწერას. 

ვეცადოთ ვისწავლოთ ეს მეთოდი არალოკალიზებული ტალღების ამონახსნების პოვნით 

სუსტად არაწრფივ ზღვარში. ამისთვის დავუშვათ, რომ ვეძებთ მცირე ამპლიტუდიან 

ტალღურ ამონახსნებს ცოტათი სახეცვლილი სახით (ტალღის ამპლიტუდა უკვე მცირე 𝜀 ≪ 1 

სიდიდეა): 

𝑢𝑛 = 𝜀 cos( 𝑝𝑛 − 𝜔𝑡 − 𝜀2𝛿𝜔𝑡)                                                                                 (5) 

ამავე დროს შევნიშნოთ, რომ 𝜀  მცირე სიდიდე ტალღური ფუნქციის არგუმენტშიც გვაქვს. 

ჩვენი მიზანია ჩავსვათ (5) ძირითად (2) განტოლებაში და ვიპოვოთ სიხშირული 

წანაცვლების კოეფიციენტი 𝛿𝜔 . კიდევ ერთი მიახლოება, რასაც გამოვიყენებთ აქ და 

შემდეგშიც არის ეგრეთ წოდებული “მბრუნავი ტალღის მიახლოება” რაც გულისხმობს 

მხოლოდ 𝜔  სიხშირული წევრების შენარჩუნებას, ხოლო 2𝜔 , 3𝜔  და უფრო 

მაღალსიხშირული წევრების უგულებელყოფას. მაგალითად, (5) საძიებელი ამონახსნის (2) 

განტოლებაში ჩასმისთანავე მოგვიწევს კუბური ფუნქციის cos3(𝜔𝑡 + 𝛼)  -ის გაშლა. 

ტრიგონომეტრიიდან ცხადია, რომ cos3( 𝜔𝑡 + 𝛼) =
1

4
cos(3 [𝜔𝑡 + 𝛼]) +

3

4
cos(𝜔𝑡 + 𝛼), აქ კი ჩვენს 

მიახლოებაში 3𝜔 სიხშირულ წევრს ვაგდებთ და ვწერთ: 

cos3(𝜔𝑡 + 𝛼) ≈
3

4
cos(𝜔𝑡 + 𝛼)                                                                          (6) 

მოკლედ, ჩავსვათ (5) საძიებო ამონახსნი (2) -ში, გავითვალისწინოთ (6) მიახლოება და 

შემოვიფარგლოთ მიღებულ განტოლებაში 𝜀  მცირე პარამეტრის მხოლოდ პირველი, მეორე 

და მესამე ხარისხებით, ყველა სხვა ხარისხი უგულებელვყოთ. დავიწყოთ შეშფოთების 

თეორიის პირველი მიახლოებით. ანუ (2) განტოლებაში დავიტოვოთ მხოლოდ ის წევრები, 
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რომლებიც 𝜀 -ის პირველი ხარისხის პროპორციულია. შედეგად უნდა მივიღოთ წრფივი 

დისპერსიული თანაფარდობა, რომელიც უკვე მიღებული გვქონდა B.1 პუნქტში. ამის 

შემდეგ გადავიდეთ შეშფოთების თეორიის შემდეგ მიახლოებაზე, მაგრამ რადგან (2) 

განტოლებაში 𝜀2-ის პროპორციული წევრები არ გვაქვს, გადავალთ 𝜀3 მიახლოებაზე. 

 

B.2 იპოვეთ სიხშირული წანაცვლების 𝛿𝜔 კოეფიციენტი (2) განტოლებაში (5) 

საძიებო ამონახსნის ჩასმით 𝜀3  მიახლოებაში. 𝛿𝜔  გამოსახეთ 𝜔 -ს 

საშუალებით. ჩაწერეთ საბოლოო ამონახსნი. 

1.0 pt. 

 

ნაწილი C: სოლიტონური ამოხსნები (3.5  ქულა) 

(5) ფორმა კი არის (2) არაწრფივი განტოლების ამონახსნი სუსტად არაწრფივ ზღვარში, 

მაგრამ როგორც კომპიუტერული ექსპერიმენტები უჩვენებს, ასეთი არალოკალიზებული 

(განვრცობილი) ტალღები არაწრფივ შემთხვევაში არამდგრადია. სასრული დროის შემდეგ 

ამონახსნის ეს ფორმა იშლება და წარმოიქმნება მოძრავი განმხოლოებული ტალღები, 

რომლებიც თითქმის შეუშფოთებელ ფონზე მოძრაობენ. ასეთ ტალღებს სოლიტონები 

(solitary - განმხოლოებული) ეწოდებათ და ამ ნაწილში მათთვის მიახლოებითი 

ამონახსნების მიღებას შევეცდებით ისევ სუსტად არაწრფივ ზღვარში, ანუ როცა ასეთი 

ტალღის ამპლიტუდა მცირე სიდიდეა. ამასთან ერთად, რა თქმა უნდა, ტალღის ამპლიტუდა 

მუდმივი აღარაა, ანუ კონცენტრირებულია რაღაც არეში და მარცხნივ და მარჯვნივ 

უსასრულობაში ნულისკენ მიისწრაფვის. ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით: 

𝑢𝑛 = 𝜀𝐴(𝜉) ∙ cos( 𝑝𝑛 − 𝜔𝑡 − 𝜀2𝛿𝜔𝑡)         სადაც       𝜉 = 𝜀(𝑛 − 𝑣𝑡)                                                     (7) 

აქ 𝛿𝜔 სიხშირული წანაცვლების კოეფიციენტი თავიდან უნდა მოვძებნოთ, გამოსათვლელი 

გვექნება აგრეთვე სოლიტონის სიჩქარის 𝑣 -ს მნიშვნელობა და 𝐴(𝜉) ფუნქციის ფორმა. 

C.1 ჩასვით (7) საძიებო ამონახსნი (2)-ში. ამოიწერეთ ყველა წევრი 𝜀3 

მიახლოების ჩათვლით.  

1.0 pt. 

მითითება: უნდა გავითვალისწინოთ, რომ 𝜉  თავის მხრივ 𝑛  -ზეცაა დამოკიდებული და 

მაგალითად როცა დაგვჭირდება 𝜉  -ის მნიშვნელობა 𝑛 + 1  წერტილში, გვექნება  𝜉 + 𝜀 . 

გამოგადგებათ აგრეთვე ტეილორის მწკრივად გაშლის ფორმულაც: 𝐴(𝜉 + 𝜀) = 𝐴(𝜉) + 𝜀
𝑑𝐴(𝜉)

𝑑𝜉
+

𝜀2

2

𝑑2𝐴(𝜉)

𝑑𝜉2  . 

 

ბუნებრივია, რომ 𝜀-ის პირველი ხარისხის მიახლოება მოგვცემს ისევ წრფივი დისპერსიის 

კანონს, რომელიც B.1 პუნქტში გამოვითვალეთ, ხოლო რაც შეეხება დანარჩენ მიახლოებებს, 

აქ უკვე სიახლეები გვაქვს. 

C.2 C.1 -ში მიღებულ განტოლებაში შეინარჩუნეთ მხოლოდ 𝜀2 -ის 

პროპორციული წევრები და გამოსახეთ სოლიტონის 𝑣  სიჩქარე 𝜔 -ს და 𝑝-ს 

საშუალებით.  

0.5 pt. 

 

და ბოლოს, თუ C.1 -ში მიღებულ გაშლაში შევინარჩუნებთ 𝜀3-ის პროპორციულ წევრებს, 

მიიღებთ განტოლებას  𝐴(𝜉) ფუნქციისთვის შემდეგი სახით:  

−𝛿𝜔𝐴(𝜉) + 𝑑
𝑑2𝐴(𝜉)

𝑑𝜉2
+ ℎ[𝐴(𝜉)]3 = 0                                               (8) 
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C.3 იპოვეთ (8) განტოლებაში 𝑑   და ℎ   კოეფიციენტები. გამოსახეთ ეს 

კოეფიციენტები 𝜔 -ს საშუალებით წრფივი დისპერსიული კანონის და C.2 

-ში მიღებული სოლიტონის 𝑣  სიჩქარის გამოსახულების გამოყენებით.  

0.5 pt. 

ახლა ვეძებოთ (8) განტოლების ამონახსნი შემდეგი სახით: 

𝐴(𝜉) =
1

cosh(𝑏𝜉)
                                                                          (9) 

C.4 იპოვეთ 𝑏   კოეფიციენტი (10) განტოლებაში და 𝛿𝜔  სიხშირული 

წანაცვლების კოეფიციენტი. შედეგები გამოსახეთ 𝜔 -ს საშუალებით და 

დაწერეთ საბოლოო სოლიტონური ამონახსნი 𝑢𝑛 -სთვის.  

1.5 pt. 

მითითება: ჰიპერბოლური კოსინუსი შემდეგნაირად განიმარტება: cosh𝑥 =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 

 

ნაწილი C: კინკ-სოლიტონური ამოხსნები (4  ქულა) 

განხილულ ოსცილატორულ ჯაჭვებს სხვა ტიპის - შოკური ტალღების მსგავსი არაწრფივი 

ამოხსნებიცა აქვს. მათ საპოვნელად ვიყენებთ ისევ შეშფოთების თეორიას და ამონახსნს 

ვეძებთ შემდეგი სახით: 

𝑢𝑛 = 𝐴(𝜉)         სადაც       𝜉 = 𝜀(𝑛 − 𝑣𝑡 − 𝜀2𝛿𝜔𝑡)                                                     (10) 

შევნიშნოთ, რომ მცირე 𝜀  პარამეტრი ამპლიტუდაში აღარაა, მხოლოდ 𝐴(𝜉)  ფუნქციის 

არგუმენტშიღაა დარჩენილი. აქ 𝛿𝜔  წანაცვლების კოეფიციენტი თავიდან უნდა მოვძებნოთ, 

გამოსათვლელი გვექნება აგრეთვე კინკ-სოლიტონის სიჩქარის 𝑣 -ს მნიშვნელობა და 𝐴(𝜉) 

ფუნქციის ფორმა. 

D.1 ჩასვით (10) საძიებო ამონახსნი (2)-ში. ამოიწერეთ ყველა წევრი 𝜀4 

მიახლოების ჩათვლით.  

1.0 pt. 

მითითება: უნდა გავითვალისწინოთ, რომ 𝜉 თავის მხრივ 𝑛 -ზეცაა დამოკიდებული და მაგალითად 

როცა დაგვჭირდება 𝜉  -ის მნიშვნელობა 𝑛 + 1  წერტილში, გვექნება  𝜉 + 𝜀 . გამოგადგებათ აგრეთვე 

ტეილორის მწკრივად გაშლის ფორმულაც: 𝐴(𝜉 + 𝜀) = 𝐴(𝜉) + 𝜀
𝑑𝐴(𝜉)

𝑑𝜉
+

𝜀2

2

𝑑2𝐴(𝜉)

𝑑𝜉2  . 

D.2 D.1 -ში მიღებულ განტოლებაში შეინარჩუნეთ მხოლოდ 𝜀2 -ის 

პროპორციული წევრები და იპოვეთ კინკ-სოლიტონის 𝑣  სიჩქარე.  

0.5 pt. 

D.3 D.1 -ში მიღებულ განტოლებაში შეინარჩუნეთ მხოლოდ 𝜀4 -ის 

პროპორციული წევრები და მიიღეთ დიფერენციალური განტოლება 𝐴(𝜉) -

სთვის. ამოხსენით ეს განტოლება და მიიღეთ 𝐴(𝜉) -ს ცხადი სახე და 𝛿𝜔-ს 

მნიშვნელობა.  

2.0 pt. 

მითითება: გამოიყენეთ წინა C ნაწილში გამოყენებული დიფერენციალური განტოლების 

ამოხსნის მეთოდები და გამოგადგებათ შემდეგი განუსაზღვრელი ინტეგრალის მნიშვნელობა:  

∫
𝑑𝑥

cosh (𝑥)
= 2 atan(𝑒𝑥) + 𝑐 

სადაც 𝑐 ნებისმიერი მუდმივი რიცხვია. 

 

D.4 ააგეთ გრაფიკულად C.4 -ში და D.3 -ში მიღებული სოლიტონური და 

კინკ-სოლიტონური ამონახსნები, კერძოდ, მიახლოებით დახაზეთ 

ბურთულების 𝑢𝑛  წანაცვლების დამოკიდებულება ბურთულის ნომერზე 

დროის ფიქსირებული მნიშვნელობისთვის.  

0.5 pt. 
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ამოცანა 2  

დრუდე-ლორენცის მოდელი და სინათლის გავრცელება მეტალებში 

(10 ქულა) 

 

ნაწილი A: ელექტროგამტარობა მუდმივი ველის შემთხვევაში (4  ქულა) 

ელექტრული დენის სიმკვრივე განიმარტება როგორც ფართობის ერთეულში მის 

პერპენდიკულარულად გამავალი დენი, ანუ 𝐽 = 𝐼 𝑆⁄ , ხოლო გამტარებლობა 𝜎 განიმარტება 

როგორც დენის სიმკვრივის ფარდობა ელექტრული ველის დაძაბულობასთან, ანუ  𝐽 = 𝜎𝐸.  

A.1 დაწერეთ როგორია 𝜎   გამტარებლობისა და გამტარის 𝜌  კუთრი 

წინაღობის ერთიერთდამოკიდებულება.  

0.25 pt 

 

მოცემული გვაქვს ელექტრონების 𝑛 კონცენტრაცია მეტალში, ელექტრონის მუხტი 𝑒  და 

მასა 𝑚. აგრეთვე მოცემულია ელექტრონების 𝑣(𝑡) საშუალო სიჩქარე დროის 𝑡  მომენტში და 

დავუშვათ, რომ ელექტრონები გამტარში მხოლოდ ერთი მიმართულებით მოძრაობენ.  

A.2 ამ მოცემულობებით იანგარიშეთ დენის 𝐽 სიმკვრივე. 0.25 pt 

 

ახლა დავიწყოთ 𝜎  გამტარებლობის გამოთვლა მუდმივი 𝐸  ელექტრული ველის 

დაძაბულობის პირობებში. ვთქვათ 𝜏  არის ის საშუალო დრო, რომელშიც ელექტრონი 

ეჯახება სხვა ელექტრონებს. ანუ შეიძლება ერთი ელექტრონი პირველ დაჯახებას 

განიცდიდეს 𝜏 -ზე ნაკლებ დროში და მეორე ელექტრონი კი ეჯახებოდეს სხვა რომელიმე 

ელექტრონს 𝜏 -ზე მეტი დროის შემდეგ, მაგრამ ეს დროები რომ გავასაშუალოოთ მივიღებთ 

რაღაც დროს, რომელსაც დავარქვათ დაჯახების საშუალო დრო 𝜏 . აქედან კი შეგვიძლია 

დავასკვნათ რომ, თუ გვაქვს ძალიან ბევრი ელექტრონი, მაშინ უსასრულოდ მცირე 𝑑𝑡 

დროში მათი 𝑑𝑡 𝜏⁄  ნაწილი დაეჯახება სხვა ელექტრონებს. ისიც დავუშვათ, რომ დაჯახების 

შემდეგ ელექტრონი ჩერდება. ამ ყველაფრიდან შეგვიძლია მივიღოთ დინამიკური 

განტოლება 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛾𝑣 + 𝛽𝐸                                                                                     (1) 

A.3 გამოიყვანეთ (1) განტოლება და იანგარიშეთ 𝛾 და 𝛽 კოეფიციენტები, თუ 

მოცემული გვაქვს ელექტრონების 𝑛  კონცენტრაცია მეტალში, 

ელექტრონის მუხტი 𝑒, მასა 𝑚 და დაჯახების საშუალო დრო 𝜏.  

1.0 pt. 

A.4 ჩაწერეთ (1) -ის ანალოგიური განტოლება დენის სიმკვრივისთვის A.2 

პუნქტის შედეგიდან გამომდინარე და გამოითვალეთ დენის სიმკვრივის 

დამყარებული (დროში უცვლელი) მნიშვნელობა მუდმივი ელექტრული 

ველის 𝐸 დაძაბულობის შემთხვევაში.  

0.5 pt. 

A.5 𝐽 = 𝜎𝐸  თანაფარდობიდან იანგარიშეთ 𝜎  გამტარებლობა და 𝜌   კუთრი 

წინაღობა მუდმივი ელექტრული ველის დროს წინა პუნქტის შედეგის 

გათვალისწინებით.  

0.5 pt. 

 

აქამდე ვიხილავდით ერთგანზომილებიანი წრფივი გამტარის შემთხვევას მუდმივ 

ელექტრულ ველში, ახლა შევისწავლოთ ბრტყელი გამტარი ფირფიტის შემთხვევა და 

დავუმატოთ მუდმივი მაგნიტური ველი, რომელიც გამტარი ფირფიტის 

პერპენდიკულარულადაა მოდებული. ესაა კლასიკური ჰოლის ეფექტი, რომლის 

გამოყენებითაც შეიძლება გამოვითვალოთ თავისუფალი ელექტრონების კონცენტრაცია 
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მეტალში და აგრეთვე ელექტრონის დაჯახების დროც. ამ რეჟიმის განხილვისას (1) 

ელექტრონის მოძრაობის განტოლებას დაემატება ლორენცის ძალაც, ხოლო დენის 

სიმკვრივის გეგმილების დამყარებული (დროში უცვლელი) მნიშვნელობები 

შემდეგნაირად იქნება დაკავშირებული მუდმივი ელექტრული ველის გეგმილებთან: 

𝐸𝑥 = 𝜌𝑥𝑥𝐽𝑥 + 𝜌𝑥𝑦𝐽𝑦;              𝐸𝑦 = 𝜌𝑦𝑦𝐽𝑦 + 𝜌𝑦𝑥𝐽𝑥                                                    (2) 

სადაც 𝜌𝑥𝑥  და 𝜌𝑦𝑦  ჩვეულებრივი კუთრი წინაღობებია, ხოლო 𝜌𝑥𝑦 და  𝜌𝑦𝑥  ჰოლის კუთრი 

წინაღობები. 

A.6 გამოსახეთ კუთრი წინაღობები 𝜌𝑥𝑥 ,  𝜌𝑦𝑦 , 𝜌𝑥𝑦  და   𝜌𝑦𝑥  ელექტრონების 𝑛 

კონცენტრაციის,  𝑒 მუხტის, 𝑚  მასის, 𝜏 დაჯახების დროის და მაგნიტური 

ველის 𝐵 დაძაბულობის საშუალებით.  

1.0 pt. 

 

 

სქემატური ნახატი ჰოლის ეფექტის 

წარმოსადგენად. დენი გადის 𝑥  -ის 

მიმართულებით, მაგრამ მაგნიტური ველის 

მოქმედებით წარმოიქმნება არანულოვანი 

ძაბვა 𝑦 მიმართულებითაც 

 

 

ახლა ვთქვათ, რომ ფირფიტაში დენი მხოლოდ ერთი 𝑥  მიმართულებითაა და ამ 

მიმართულების ბოლოებზე ძაბვა არის 𝑉𝑥, გაზომილია აგრეთვე ძაბვა 𝑦 მიმართულებითაც 

და ტოლია 𝑉𝑦 -ის. ვზომავთ აგრეთვე დენს 𝑥  მიმართულებით და ვღებულობთ 𝐼𝑥 

მნიშვნელობას. ფირფიტის სიგრძე, სიგანე და სისქეა შესაბამისად 𝐿, 𝑑 და ℎ. 

A.7 ამ მონაცემებით გამოითვალეთ რიცხობრივად ელექტრონების 𝑛 

კონცენტრაცია და 𝜏 დაჯახების დრო, თუ ვიცით 𝐵 = 1.5 ტესლა, |𝐼𝑥| = 100 

ამპერი, 𝑒 = 1.6 ∙ 10−19  კულონი, 𝑚 = 9 ∙ 10−31  კილოგრამი, 𝑑 = 10−2  მეტრი, 

ℎ = 2 ∙ 10−3 მეტრი, 𝐿 = 10−1 მეტრი, 𝑉𝑥 = 8 ∙ 10−3 ვოლტი, 𝑉𝑦 = 8 ∙ 10−6 ვოლტი. 

0.5 pt. 

 

ნაწილი B: ელექტროგამტარობა ცვლად ელექტრულ ველში (3  ქულა) 

დავუბრუნდეთ ისევ ერთგანზომილებიანი წრფივი გამტარის შემთხვევას და აქ ჩვენ 

დაგვჭირდება წინა ნაწილში, კერძოდ კი A.4 პუნქტში გამოყვანილი დენის სიმკვრივის 

დინამიკის განტოლება ცვლადი ელექტრული ველის შემთხვევაში. მკაცრი განხილვისას, 

რადგან ელექტრული ველი დროში იცვლება, ის მაგნიტურ ველსაც წარმოქმნის, მაგრამ თუ 

განვიხილავთ სუსტ ელექტრულ ველებს, გენერირებული მაგნიტური ველების გავლენა 

მუხტების მოძრაობაზე მეორე რიგის სიმცირის ეფექტი იქნება და შეგვიძლია 

უგულებელვყოთ. დავუშვათ, ელექტრული ველი დროში იცვლება როგორც 𝐸 = 𝐸0cos(𝜔𝑡) და 

ვეძებოთ დენის სიმკვრივე შემდეგი სახით: 𝐽 = 𝜎𝐸0cos(𝜔𝑡 + 𝛼) , სადაც 𝜎  გამტარებლობაა 

ცვლადი ელექტრული ველის შემთხვევაში და 𝛼   კი დენის სიმკვრივის ფაზური 

წანაცვლება ელექტრულ ველთან შედარებით.  

B.1 გამოითვალეთ 𝜎  გამტარებლობა და 𝛼  ფაზური წანაცვლება, თუ 

მოცემული გაქვთ ელექტრონების 𝑛  კონცენტრაცია, 𝜏  დაჯახების დრო, 

ელექტრონის 𝑒  მუხტი, 𝑚   მასა, და ელექტრული ველის სიხშირე 𝜔 . 

დარწმუნდით, რომ როცა 𝜔 → 0  გამტარებლობა 𝜎 იგივეა რაც გვქონდა 

მუდმივი ელექტრული ველის შემთხვევაში (A.5 პუნქტში მიღებული 

შედეგი). გამოითვალეთ 𝜎 და 𝛼  ზღვარში 𝜔 ≫ 1 𝜏⁄ .  

0.5 pt. 
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ახლა განვიხილოთ თხელ გამტარ ფირფიტაზე მის პერპენდიკულარულად მოდებული 

ცვლადი გარე ველი 𝐸(𝑡). აღნიშნეთ 𝑄(𝑡) -თი ფირფიტის კედლებზე დაგროვებული მუხტის 

ზედაპირულ სიმკვრივე. 

 B.2 იპოვეთ კავშირი ფირფიტის კედლებზე დაგროვებული მუხტის 

ზედაპირულ 𝑄(𝑡) სიმკვრივესა და ფირფიტის შიგნით არსებულ დენის 

𝐽(𝑡)  სიმკვრივეს შორის. გამოთვალეთ აგრეთვე ფირფიტის შიგნით 

არსებული ელექტრული ველი 𝐸′(𝑡).  

1.0 pt. 

B.3 ჩაწერეთ 𝑄(𝑡)  დინამიკის აღმწერი განტოლება B.2 და A.4 პუნქტში 

მიღებული შედეგების გათვალისწინებით. 

1.0 pt. 

 

 

ახლა განვახორციელოთ შემდეგი სცენარი: თავიდან მოვდოთ მუდმივი 

გარე ელექტრული ველი 𝐸(𝑡) = 𝐸0. რა თქმა უნდა ასეთი ველი შექმნის 

მუხტების ისეთ განაწილებას გამტარი ფირფიტის კედლებზე, რომ 

ფირფიტის შიგნით ველი ნულის ტოლი იქნება. ამის შემდეგ გარე ველი 

გავანულოთ. ეს ყველაფერი მოცემულია ნახატზე მარცხნივ. რა თქმა 

უნდა, ამის შემდეგ გამტარი ფირფიტის შიგნით ელექტრული ველი 

ნულის ტოლი აღარ იქნება და მუხტები დაიწყებენ მოძრაობას და 

შეიქმნება არანულოვანი დენის სიმკვრივე. ჩვენი მიზანია ამ დენის 

დროზე დამოკიდებულების შესწავლა. 

 

B.4 იპოვეთ ფირფიტის შიგნით დენის სიმკვრივის და ზედაპირული მუხტის 

რხევის სიხშირე როცა 𝜔 ≫ 1 𝜏⁄ .  

0.5 pt. 

მითითება: ეძებეთ B.3 პუნქტში მიღებული განტოლების ამონახსნი როგორც 𝑄 =

𝑄0𝑒
−𝜆𝑡 cos𝜔𝑡. 

 

ნაწილი C: სინათლის გავრცელება მეტალებში (3  ქულა) 

მაქსველის განტოლებები მარტივი გარდაქმნების შედეგად გვაძლევს ტალღურ 

განტოლებას 𝐸  ელექტრული ველისთვის, რომელსაც 𝑧 = 0  ზედაპირზე ნორმალური 

დაცემის შემთხვევაში აქვს შემდეგი სახე: 

𝑛2

𝑐2

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
−

𝜕2𝐸

𝜕𝑧2
+

1

𝜀0𝑐
2

𝜕𝐽

𝜕𝑡
= 0                                                                          (3) 

სადაც n0  მეტალის გარდატეხის მაჩვენებელია, ხოლო ∂ ∂z⁄  და ∂ ∂t⁄  კოორდინატით და 

დროით კერძო წარმოებულებია (თუ მაგალითად ვიღებთ დროით კერძო წარმოებულს f(t, z) 

ფუნქციიდან, გაწარმოებისას 𝑧 ცვლადი მუდმივად უნდა ჩავთვალოთ). 

C.1 შეიტანეთ (3) განტოლებაში წინა A.4 პუნქტში მიღებული 

დამოკიდებულება დენის სიმკვრივესა და ელექტრული ველის 

დაძაბულობას შორის 𝜏 → ∞  ზღვარში.  განტოლებაში მხოლოდ 𝐸 

ელექტრული ველის დაძაბულობა და მისი კერძო წარმოებულები უნდა 

დაგრჩეთ.  

1.0 pt. 

C.2 იპოვეთ წინა C.1 პუნქტში მიღებული განტოლების ტალღური ამოხსნები. 

გაარკვიეთ როგორი სიხშირული მნიშვნელობებისთვის იქნება მეტალი 

მთლიანად ამრეკლავი ელექტრომაგნიტური ტალღების მიმართ და რა 

სიხშირეებისთვის იქნება მთლიანად გამჭვირვალე.  

2.0 pt. 

მითითება: ამონახსნი ეძებეთ რომელიმე მითითებული სახით: 𝐸 = 𝐸0𝑒
−𝜆𝑧 cos𝜔𝑡 ანდა 𝐸 = 𝐸0 cos(𝜔𝑡 −

𝑘𝑧). 
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ამოცანა 3  

დიამაგნიტური ლევიტაცია 

(10 ქულა) 

 

დიპოლური მაგნიტური ველის მოდელირება შესაძლებელია 𝑞𝑚  და −𝑞𝑚  მაგნიტური 

მუხტებით რომლებიც ერთმანეთისაგან ძალიან მცირე 𝑑 მანძილით არიან დაშორებული, 

ისე რომ დიპოლური მომენტი 𝑀 = 𝑞𝑚𝑑  სასრული რიცხვია. დიპოლური მომენტის 

მიმართულება განსაზღვრულია როგორც უარყოფითი მუხტიდან დადებითისკენ 

მიმართული ვექტორი. მიუხედავად იმისა რომ დამოუკიდებელი მაგნიტური მუხტები 

ბუნებაში არ არსებობენ, თეორიულად მათი შექმნილი მაგნიტური ველების დათვლა მაინც 

შეგვიძლია შემდეგნაირად: 

𝐵⃗ =
𝜇0𝑞𝑚𝑟 

4𝜋𝑟3
 

სადაც 𝑞𝑚  არის მაგნიტური მუხტი, ხოლო 𝑟  არის მუხტის და სივრცის იმ წერტილის 

შემაერთებელი ვექტორი სადაც მაგნიტური ველი ინდუქციის დათვლა გვინდა, 𝑟  კი ამ 

ვექტორის მოდულია. 

თუ სივრცის რაიმე წერტილში მაგნიტური ველის ინდუქციაა 𝐵⃗ , მაშინ ამ წერტილში 

მოთავსებულ 𝑞𝑚 მაგნიტურ მუხტზე მოქმედი ძალა იქნება: 

𝐹 = 𝑞𝑚𝐵⃗  
 

ნაწილი A: დამოუკიდებელი მაგნიტური მუხტი (2.5  ქულა) 

ამოცანის პირველ ნაწილში განვიხილავთ 𝑞𝑚 მაგნიტური მუხტის შექმნილ ველს. 

უსასრულო სიბრტყე სივრცეს ყოფს ორ გარემოდ. სიბრტყის ზედა ნაწილში ფარდობითი 

მაგნიტური შეღწევადობაა 𝜇1 , ხოლო ქვედაში 𝜇2 . შემოვიღოთ ცილინდრული 

კოორდინატები: 𝑧  ღერძი მიმართულია სიბრტყის მართობულად და მისი სათავე ამ 

სიბრტყეზე მდებარეობს. 𝑟 კოორდინატი კი 𝑧 ღერძიდან დაშორებას წარმოადგენს (იხილეთ 

ფიგურა 1). 

დავუშვათ რომ სივრცის ზედა და ქვედა ნაწილებში მაგნიტური ველის 𝑧  და 𝑟 

კომპონენტები მოცემულია შესაბამისად შემდეგი ფუნქციების სახით: 

𝐵𝑧
+(𝑧, 𝑟), 𝐵𝑟

+(𝑧, 𝑟), 𝐵𝑧
−(𝑧, 𝑟), 𝐵𝑟

−(𝑧, 𝑟). 

 

A.1 გამოსახეთ 𝐵𝑧
−(0, 𝑟)  და 𝐵𝑟

−(0, 𝑟)  სიდიდეები 𝐵𝑧
+(0, 𝑟) , 𝐵𝑟

+(0, 𝑟) , 𝜇1  და 𝜇2  ის 

გამოყენებით.  

0.5 pt. 

 

𝑞𝑚  მაგნიტური მუხტი მოათავსეს ზედა გარემოში 𝑧 = ℎ > 0 , 𝑟 = 0  კოორდინატში. ჩვენი 

მიზანია ვიპოვოთ ამ მაგნიტური მუხტის მიერ შექმნილი ველი სივრცის ნებისმიერ 

𝜇1 

𝜇2 

𝑧 

𝑟 

𝑧 

𝑟 

𝜇1 

𝜇2 

ფიგურა 1. სამ განზომილებიანი ნახაზი და მისი გვერდხედი 



IPhO 2024 
ნაკრების 

შესარჩევი 
თეორია  

 

9 

 

წერტილში. ამისათვის შეგვიძლია გამოვიყენოთ მუხტის გამოსახულების მეთოდი. 

სივრცის ზედა ნაწილში მაგნიტური ველის დასათვლელად გამოვიყენოთ ორიგინალი 𝑞𝑚 

მუხტი და წარმოსახვითი 𝑞𝑚
′  მუხტი რომელიც მოთავსებულია 𝑧 = ℎ′, 𝑟 = 0 კოორდინატში, 

ხოლო ქვედა სივრეში ველის დასათვლელად გამოვიყენოთ მხოლოდ 𝑞𝑚
′′  მუხტი, რომელიც 

მდებარეობს 𝑧 = ℎ′′ , 𝑟 = 0  კოორდინატში. ეს წარმოსახვითი მუხტები და მათი 

კოორდინატები ისე უნდა შეირჩეს რომ პირველ პუნქტში მიღებული სასაზღვრო პირობა 

შესრულდეს გამყოფი სიბრტყის ყველა წერტილისათვის. 

 

A.2 იპოვეთ 𝑞𝑚
′ , 𝑞𝑚

′′ , ℎ′  და ℎ′′ . პასუხი გამოსახეთ 𝑞𝑚 , ℎ , 𝜇1  და 𝜇2  სიდიდეების 

გამოყენებით.  

1.0 pt. 

A.3 იპოვეთ 𝐵𝑧
+(𝑧, 𝑟), 𝐵𝑟

+(𝑧, 𝑟), 𝐵𝑧
−(𝑧, 𝑟) და 𝐵𝑟

−(𝑧, 𝑟)  ფუნქციები ( 𝑧, 𝑟  კოორდინატე-

ბისა და 𝑞𝑚, ℎ, 𝜇1, 𝜇2 სიდიდეების გამოყენებით) და დახაზეთ მაგნიტური 

ველის ძალწირები სივრცის ორივე ნაწილში. 

0.5 pt. 

A.4 აჩვენეთ რომ ქვედა სივრცის ნებისმიერ წერტილში: 

𝐵⃗ −(𝑧, 𝑟) = 𝑐𝐵⃗ 0(𝑧, 𝑟) 

სადაც 𝐵⃗ 0(𝑧, 𝑟) არის ის მაგნიტური ველი რომელსაც 𝑞𝑚 შექმნიდა სივრცის 

ორივე ნაწილი ვაკუუმი რომ ყოფილიყო (𝜇1 = 𝜇2 = 1) . იპოვეთ 𝑐 

კოეფიციენტი. 

0.5 pt. 

 

ბოლო პუნქტში მიღებული შედეგი შეგვიძლია გამოვიყენოთ ნებისმიერი გზით შექმნილი 

მაგნიტური ველისათვის. 

 

ნაწილი B: მაგნიტური დიპოლის ჰარმონიული რხევა (3.5  ქულა) 

ახლა განვიხილოთ 𝑧  ღერძის გასწვრივ მიმართული 𝑀  დიპოლური მომენტის მქონე 

წერტილოვანი მაგნიტი, რომელიც მოთავსებულია სივრცის ზედა ნაწილში 𝑧 = ℎ > 0, 𝑟 = 0 

კოორდინატში. 

 

B.1 იპოვეთ ამ დიპოლზე მოქმედი ძალის 𝑧  და 𝑟  კომპონენტები. პასუხი 

გამოსახეთ 𝑀, 𝜇1, 𝜇2 და ℎ სიდიდეებით. 

1.5 pt. 

მითითება 1: მაგნიტური დიპოლი განიხილეთ როგორც 𝑞𝑚 და −𝑞𝑚 მაგნიტური მუხტები, 

რომლებიც ერთმანეთისაგან 𝑑 ≪ ℎ მანძილით არიან დაშორებული, ისე რომ 𝑀 = 𝑞𝑚𝑑. 

მითითება 2: ამ და შემდგომ პუნქტებში დაგჭირდებათ ბინომური მიახლოება: 

(1 + 𝑥)𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼−1)

2
𝑥2 …, თუ 𝑥 ≪ 1. 

კვადრატული წევრი შეიძლება ყოველთვის არ დაგჭირდეთ. 

 

დავუშვათ, რომ დიპოლს აქვს 𝑚 მასა და თავისუფალი ვარდნის 𝑔 აჩქარება მიმართულია 

ქვევით (𝑧  ღერძის საპირისპიროდ). ჩათვალეთ რომ დიპოლს ბრუნვა არ შეუძლია და 

მხოლოდ 𝑧 ღერძის გასწვრივ შეუძლია მოძრაობა. 

 

B.2 რა პირობას უნდა აკმაყოფილებდნენ 𝜇1  და 𝜇2  რათა გვქონდეს 

სტაბილური წონასწორობა 

0.5 pt. 

 

შემდეგი ნაწილებისათვის ჩავთვალოთ რომ სივრცის ზედა ნაწილი არის ვაკუუმი (𝜇1 = 1), 

ხოლო ქვედა ნაწილი კი დიამაგნიტური ნივთიერება (𝜇2 = 𝜇 < 1). 

 

 

B.3 იპოვეთ რა 𝑧 = ℎ0  კოორდინატისათვის იქნება ეს დიპოლი 

წონასწორობაში. პასუხი გამოსახეთ 𝑀, 𝜇,𝑚 და 𝑔 სიდიდეებით. 

0.5 pt. 
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B.4 იპოვეთ დიპოლის მცირე რხევების პერიოდი. ჩათვალეთ რომ მაგნიტური 

ველი მთელ სივრცეში მყისიერად ვრცელდება და ენერგიის 

დანაკარგების გამო რხევის მილევას ნუ გაითვალისწინებთ. პასუხი 

გამოსახეთ ℎ0 და 𝑔 სიდიდეებით. 

1.0 pt. 

 

ნაწილი C: მაგნიტური დიპოლის მილევადი რხევა (4  ქულა) 

დავუშვათ რომ დიპოლი იმყოფება 𝑧 = ℎ, 𝑟 = 0  კოორდინატში და მისი 𝑣  მყისი სიჩქარე 

მიმართულია 𝑧  გასწვრივ. თუ დიამაგნიტური გარემო არის 𝜌  კუთრი წინაღობის მქონე 

გამტარი, მაშინ მასში შექმნილი ცვლადი მაგნიტური ველი გამოიწვევს დენის გაჩენას. 

C.1 იპოვეთ დენის სიმკვრივის მოდული როგორც 𝑧-ისა და 𝑟 -ის ფუნქცია. 

პასუხი გამოსახეთ 𝑀, 𝜇, ℎ, 𝑣, 𝜌, 𝑧 და 𝑟  სიდიდეებით. გაითვალისწინეთ 

მხოლოდ დიპოლის მიერ შექმნილი ველის გავლენა. დენის მიერ 

შექმნილი მაგნიტური ველის გავლენას ამავე დენზე ნუ 

გაითვალისწინებთ. 

1.5 pt. 

C.2 იპოვეთ ინდუცირებული დენის მიერ შექმნილი მაგნიტური ველი 

დიპოლის სიახლოვეში 𝑧 = ℎ + 𝛿, 𝑟 = 0  კოორდინატში (𝛿 ≪ ℎ) . პასუხი 

გამოსახეთ 𝑀, 𝜇, ℎ, 𝑣, 𝜌 და 𝛿 სიდიდეებით. 

1.5 pt. 

მითითება: შესაძლოა დაგჭირდეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

∫
𝑥

(𝑥2 + 𝑐)
3
2

𝑑𝑥 =
−1

√𝑥2 + 𝑐
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

∫ ∫
𝑥3(𝑦 + 𝑐)

(𝑥2 + (𝑦 + 𝑐)2)4

𝑦=∞

𝑦=0

∙ 𝑑𝑥 ∙ 𝑑𝑦
𝑥=∞

𝑥=0

=
1

24𝑐2
 

∫ ∫
𝑥3(𝑦 + 𝑐)2

(𝑥2 + (𝑦 + 𝑐)2)5

𝑦=∞

𝑦=0

∙ 𝑑𝑥 ∙ 𝑑𝑦
𝑥=∞

𝑥=0

=
1

72𝑐3
 

 

 

C.3 იპოვეთ დიპოლის მცირე მილევადი რხევების პერიოდი წონასწორობის 

სიახლოვეში ინდუცირებული დენის მიერ შექმნილი მაგნიტური ველის 

გავლენის გათვალისწინებით. პასუხი გამოსახეთ 𝑀, 𝜇, ℎ0, 𝜌,𝑚 და 𝑔 

სიდიდეებით. 

1.0 pt. 

მითითება: თუ 𝑥̈(𝑡) + 𝑏𝑥̇(𝑡) + 𝑐𝑥(𝑡) = 0  მაშინ მილევადი რხევის კოორდინატის დროზე 

დამოკიდებულება მოიცემა შემდეგი სახით: 

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝑏𝑡
2 sin(√𝑐 −

𝑏2

4
𝑡 + 𝜑0) 

სადაც 𝐴 და 𝜑0 საწყის კოორდინატსა და სიჩქარეზე დამოკიდებული მუდმივებია. 



ამოცანა N1-ის ამოხსნა და შეფასების სქემა: სოლიტონები მექანიკურ ოსცილატორულ ჯაჭვში 

A ნაწილი 

A.1  საწყისი განტოლებაა: 

𝑚𝑚
𝑑𝑑2𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 𝑘𝑘(𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛) + 𝑘𝑘(𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛) + 𝑘𝑘3(𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 + 𝑘𝑘3(𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 

𝑓𝑓 =
𝑘𝑘
𝑚𝑚

 

(0.25 ქულა) 

𝑔𝑔 =
𝑘𝑘3
𝑚𝑚

 

 

(0.25 ქულა) 

A.2  ეს შეგვიძლია მივიყვანოთ უგანზომილებო ფორმამდე  

𝑑𝑑2𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= (𝑢𝑢𝑛𝑛+1 + 𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛) + (𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 + (𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 

შემდეგი გარდაქმნებით:  

𝑡𝑡 → 𝑡𝑡�𝑚𝑚 𝑘𝑘⁄ ,         𝑢𝑢𝑛𝑛 → 𝑢𝑢𝑛𝑛�𝑘𝑘 𝑘𝑘⁄ 3      (0.5 ქულა) 
B ნაწილი 

B.1  განვიხილოთ წრფივი შემთხვევა, ესე იგი კუბური წევრები მოვაშოროთ:  
𝑑𝑑2𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 𝑢𝑢𝑛𝑛+1 + 𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛 

ვეძებთ წრფივ ტალღურ ამონახსნს შემდეგი სახით  

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝐴𝐴 cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) =
𝐴𝐴
2
�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔)� 

სადაც 𝐴𝐴 მუდმივი რიცხვია (ტალღის ამპლიტუდა) და ჩავსვათ წინა განტოლებაში. თუ გავითვალისწინებთ, 
რომ  

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 + 𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 2𝑢𝑢𝑛𝑛 =
𝐴𝐴
2
�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔)(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 2) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔)(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 2)� = 2𝐴𝐴(cos 𝑝𝑝 − 1) cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔) 

მივიღებთ დისპერსიულ თანაფარდობას: 

𝜔𝜔2 = 2(1 − cos 𝑝𝑝)     (0.5 ქულა) 

 

B.2  ვეძებთ ამონახსნს ცოტათი სახეცვლილი სახით (ტალღის ამპლიტუდა უკვე მცირე 𝜀𝜀 ≪ 1 სიდიდეა): 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀 cos( 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) =
𝜀𝜀
2
�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)� 

თუ უგულვებელვყოფთ 𝑒𝑒±3𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) -ის შემცველ წევრებს, გვექნება რომ  

(𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 =
3
8
𝜀𝜀3�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)� 

(𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 =
3
8
𝜀𝜀3�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)� 

ამათ თუ შევკრებთ და ამოვკრებთ არაწრფივი განტოლებიდან ერთნაირ ექსპონენტიან მაჩვენებლიან წევრებს, 
მივიღებთ 

−
𝜀𝜀
2

(𝜔𝜔 + 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿)2 =
𝜀𝜀
2

(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 2) +
3
8
𝜀𝜀3{(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1) + (𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)2(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)} 

(0.5 ქულა) 

 



შეშფოთების თეორიის მიხედვით თუ ამოვირჩევთ მხოლოდ 𝜀𝜀-ის პირველ ხარისხებს, მივიღებთ წრფივ 
დისპერსიულ თანაფარდობას, რაც წინა პუნქტითაც გვქონდა მიღებული. ხოლო თუ ამოვარჩევთ 𝜀𝜀3-ის 
პროპორციულ წევრებს, მაშინ გვექნება: 

−𝜔𝜔 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 = −
3
2

(1 − cos 𝑝𝑝)2         ⇒           𝛿𝛿𝛿𝛿 =
3
8
𝜔𝜔3 

ანუ საბოლოოდ მივიღებთ: 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀 cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 −
3
8
𝜀𝜀2𝜔𝜔3𝑡𝑡). 

(0.5 ქულა) 
 

C ნაწილი 

C.1  გადავიდეთ ახლა უფრო გართულებულ ფორმაზე, როცა ტალღის ამპლიტუდა მუდმივი აღარაა, ანუ 
კონცენტრირებულია რაღაც არეში და მარცხნივ და მარჯვნივ უსასრულობაში ნულისკენ მიისწრაფვის. ანუ 
ამნახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით: 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉) ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)         სადაც       𝜉𝜉 = 𝜀𝜀(𝑛𝑛 − 𝑣𝑣𝑣𝑣) 
ახლა თავიდან გვექნება გამოსათვლელი დროითი წარმოებულიც, რადგან ამპლიტუდაც დროის ფუნქციაა. 
მივიღებთ: 

𝑑𝑑𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) + 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉) ∙ (𝜔𝜔 + 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿) ∙ sin( 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 

(0.25 ქულა) 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ, რომ 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ = −𝜀𝜀𝜀𝜀, შეგვიძლია დროით მეორე წარმოებულიც ჩავწეროთ: 

𝑑𝑑2𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑡𝑡2

=  −𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉) ∙ (𝜔𝜔 + 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿)2 ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) + 2𝜀𝜀2𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

∙ (𝜔𝜔 + 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿) ∙ sin( 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿)

+ 𝜀𝜀3𝑣𝑣2
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

cos( 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 

(0.25 ქულა) 

ახლა კი თავიდან გამოვთვალოთ 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉 + 𝜀𝜀) ∙ cos( 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉) ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 
𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉 − 𝜀𝜀) ∙ cos( 𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉) ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 

და გამოვიყენოთ მწკრივად გაშლის ფორმულა: 

𝐴𝐴(𝜉𝜉 + 𝜀𝜀) = 𝐴𝐴(𝜉𝜉) + 𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

+
𝜀𝜀2

2
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

    

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀
𝐴𝐴(𝜉𝜉)

2
�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)� + 

+
𝜀𝜀2

2
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜀𝜀3

4
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖� 

𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀
𝐴𝐴(𝜉𝜉)

2
�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�(𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1) + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 1)� − 

−
𝜀𝜀2

2
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜀𝜀3

4
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

�𝑒𝑒𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖�𝑝𝑝𝑝𝑝−𝜔𝜔𝜔𝜔−𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖� 

შედეგად მივიღებთ: 

𝑢𝑢𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑢𝑢𝑛𝑛−1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 2𝜀𝜀𝜀𝜀(𝜉𝜉)(1 − cos 𝑝𝑝) ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) + 2𝜀𝜀2
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

sin𝑝𝑝 ∙ sin(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) + 

+𝜀𝜀3
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

cos 𝑝𝑝 ∙ cos(𝑝𝑝𝑝𝑝 − 𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 

ხოლო არაწრფივ წევრებს კი 𝜀𝜀3 მიახლოების ჩათვლით იგივე სახე ექნებათ.            (0.5 ქულა) 



 

C.2  ახლა თუ დავიწყებთ ისევ თავიდან, 𝜀𝜀-ის პირველი ხარისხი მოგვცემს ისევ წრფივი დისპერსიის კანონს. 
რაც შეეხება 𝜀𝜀2-ის პროპორციულ წევრებს, მივიღებთ ტოლობას: 

2𝜀𝜀2𝑣𝑣
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜔𝜔 = 2𝜀𝜀2
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉

sin𝑝𝑝         ⇒        𝑣𝑣 =
sin 𝑝𝑝
𝜔𝜔

= cos(𝑝𝑝 2⁄ ) 

(0.5 ქულა) 
C.3  და ბოლოს 𝜀𝜀3 მიახლოებაში გვექნება განტოლება: 

−2𝜔𝜔 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐴𝐴(𝜉𝜉) =
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

(cos 𝑝𝑝 − 𝑣𝑣2) − 3[𝐴𝐴(𝜉𝜉)]3(1 − cos 𝑝𝑝)2 

უფრო გამარტივებული სახით კი: 

−𝛿𝛿𝛿𝛿𝐴𝐴(𝜉𝜉) +
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

𝜔𝜔
8

+
3
8

[𝐴𝐴(𝜉𝜉)]3𝜔𝜔3 = 0 

𝑑𝑑 =
𝜔𝜔
8

 

ℎ =
3
8
𝜔𝜔3 

 

(0.5 ქულა) 
C.4  ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით 

𝐴𝐴(𝜉𝜉) =
1

cosh(𝑏𝑏𝜉𝜉) 

ჩასმით მივიღებთ:  𝛿𝛿𝛿𝛿 = 3𝜔𝜔3 16⁄  და 𝑏𝑏 = 𝜔𝜔�3 2⁄ .                (1.0 ქულა) 

   

ხოლო საბოლოო ამოხსნისთვის ვღებულობთ: 

  

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝜀𝜀
cos �𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝜀𝜀2 3𝜔𝜔3

16 𝑡𝑡�

cosh �𝜀𝜀𝜀𝜀�3
2 (𝑛𝑛 − 𝑣𝑣𝑣𝑣)�

 

(0.5 ქულა) 
 

D ნაწილი 

D.1  ახლა ვეძებოთ ამოხსნები ამ სახით: 
𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝐴𝐴(𝜉𝜉)         სადაც       𝜉𝜉 = 𝜀𝜀(𝑛𝑛 − 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿) 

მაშინ გვექნება: 
𝑑𝑑2𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 𝜀𝜀2(𝑣𝑣 + 𝜀𝜀2𝛿𝛿𝛿𝛿)2
𝑑𝑑2𝐴𝐴(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝜉𝜉2

 

(0.5 ქულა) 

𝑢𝑢𝑛𝑛±1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛 = ±𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜀𝜀2
1
2
𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

± 𝜀𝜀3
1
6
𝑑𝑑3𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉3

+ 𝜀𝜀4
1

24
𝑑𝑑4𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉4

 

(𝑢𝑢𝑛𝑛±1 − 𝑢𝑢𝑛𝑛)3 = ±𝜀𝜀3 �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
3

+ 𝜀𝜀4
3
2
�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2 𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

 

და საბოლოოდ მივიღებთ 𝜀𝜀4-მდე სიზუსტით: 

−𝜀𝜀2𝑣𝑣2
𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

− 2𝜀𝜀4𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

+ 𝜀𝜀2
𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

+ 𝜀𝜀4
1

12
𝑑𝑑4𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉4

+ 𝜀𝜀43 �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2 𝜕𝜕2𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜉𝜉2

= 0. 

(0.5 ქულა) 
 



D.2  მაშინ 𝜀𝜀2 მიახლოებაში მივიღებთ: 
𝑣𝑣 = ±1      (0.5 ქულა) 

 
D.3  და თუ ავიღებთ ვთქვათ 𝑣𝑣 = 1,  𝜀𝜀4 მიახლოებაში გვექნება განტოლება: 

−𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

+
1

24
𝑑𝑑4𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉4

+
3
2
�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2 𝑑𝑑2𝐴𝐴
𝑑𝑑𝜉𝜉2

= 0. 

ახლა თუ აღვნიშნავთ 𝛹𝛹 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄  და ვაინტეგრებთ 𝜉𝜉 -თი, მივიღებთ: 

−𝛿𝛿𝛿𝛿𝛹𝛹 +
1

24
𝑑𝑑2𝛹𝛹
𝑑𝑑𝜉𝜉2

+
1
2
𝛹𝛹3 = 0. 

ეს კი ანალოგიურია წინა ნაწილში მიღებული განტოლების და მისი ამონახსნია: 

𝛿𝛿𝛿𝛿 =
1
4

,        𝛹𝛹 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

cosh�𝜉𝜉√6�
 

და 𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝐴𝐴(𝜉𝜉) -სთვის მივიღებთ: 

𝑢𝑢𝑛𝑛 = 𝐴𝐴(𝜉𝜉) = �2 3⁄ atan�𝑒𝑒𝜉𝜉√6� = �2 3⁄ atan�𝑒𝑒√6𝜀𝜀�𝑛𝑛−𝑣𝑣𝑣𝑣−[𝜀𝜀2 4⁄ ]𝑡𝑡�� 
(0.5 ქულა) 

 
D.4  გრაფიკებს ექნებათ შემდეგი სახე: მარცხნივ სოლიტონი და მარჯვნივ კინკ-სოლიტონი. 

 
 

 

 

 

 

 

 

(0.5 ქულა) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ამოცანა N2-ის ამოხსნა და შეფასების სქემა: დრუდე-ლორენცის მოდელი და სინათლის გავრცელება 
მეტალებში 

A ნაწილი 

A.1  ომის კანონის თანახმად 𝑈𝑈 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝜌𝜌 𝑑𝑑
𝑆𝑆
𝐼𝐼 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌, მეორე მხრივ 𝑈𝑈 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 და ამიტომ 𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌, ესე იგი: 

𝜎𝜎 = 1 𝜌𝜌�        (0.25 ქულა) 

A.2 დენის სიმკვრივე მარტივად გამოითვლება:      
  𝐽𝐽 = −𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒                                              (0.25 ქულა) 

A.3  ახლა გამოვითვალოთ 𝜎𝜎, როცა გვაქვს მოცემული მუდმივი ელექტრული ველის დაძაბულობა 𝐸𝐸. ვთქვათ 𝜏𝜏 
არის ის საშუალო დრო, რომელშიც ელექტრონი ეჯახება სხვა ელექტრონებს. ანუ შეიძლება ერთი ელექტრონი 
პირველ დაჯახებას განიცდიდეს 𝜏𝜏 -ზე ნაკლებ დროში და მეორე ელექტრონი კი ეჯახებოდეს სხვა რომელიმე 
ელექტრონს 𝜏𝜏 -ზე მეტი დროის შემდეგ, მაგრამ ეს დროები რომ გავასაშუალოოთ მივიღებთ რაღაც დროს, 
რომელსაც დავარქვათ დაჯახების საშუალო დრო 𝜏𝜏 . აქედან კი შეგვიძლია დავასკვნათ რომ, თუ გვაქვს ძალიან 
ბევრი ელექტრონი, მაშინ უსასრულოდ მცირე 𝑑𝑑𝑑𝑑 დროში მათი 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜏𝜏⁄  ნაწილი დაეჯახება სხვა ელექტრონებს. 
ისიც დავუშვათ, რომ დაჯახების შემდეგ ელექტრონი ჩერდება. ასე რომ 𝑑𝑑𝑑𝑑 დროის შემდეგ ელექტრონების 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜏𝜏⁄  
ნაწილს 0-ვანი სიჩქარე ექნება, ხოლო 1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜏𝜏⁄  ნაწილს კი სიჩქარე გაეზრდება მუდმივი ველის მოქმედების 
შედეგად. ასე რომ ელექტრონების საშუალო სიჩქარე 𝑑𝑑𝑑𝑑 დროის შემდეგ იქნება: 

𝑣𝑣(𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) = �𝑣𝑣(𝑡𝑡) −
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑� �1 −

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏
� + 0 ∙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏

= 𝑣𝑣(𝑡𝑡) − 𝑣𝑣(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜏𝜏
−
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑 

ანუ მივიღებთ მოძრაობის განტოლებას: 
𝑣𝑣(𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) − 𝑣𝑣(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −

𝑣𝑣(𝑡𝑡)
𝜏𝜏

−
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚

       ⇒      
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝑣𝑣
𝜏𝜏
−
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑚𝑚

         

(1.0 ქულა) 
A.4   
დენის სიმკვრივის განტოლებაა: 

𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝐽𝐽
𝜏𝜏

+
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸�⃗  

სტაციონარულ შემთხვევაში როცა 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ = 0 მივიღებთ დამყარებული სიჩქარის მნიშვნელობას  𝑣𝑣 = −𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒/𝑚𝑚 
და თუ დავითვლით დენის სიმკვრივეს, მივიღებთ: 

𝐽𝐽 = −𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸 

(0.5 ქულა) 
A.5  და საბოლოოდ მივიღებთ გამტარებლობის მნიშვნელობას მუდმივი ელექტრული ველის შემთხვევაში: 

𝜎𝜎 = 1 𝜌𝜌� =
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑚𝑚

 

           (0.5 ქულა) 
A.6  ახლა განვიხილოთ მუდმივი მაგნიტური ველი, რომელიც გამტარი ფირფიტის პერპენდიკულარულადაა 
მოდებული. მაშინ ელექტრონის მოძრაობის განტოლებას დაემატება ლორენცის ძალაც და დენის 
სიმკვრივისთვის მივიღებთ: 

𝑑𝑑𝐽𝐽
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝐽𝐽
𝜏𝜏

+
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸�⃗ −
𝑒𝑒
𝑚𝑚
𝐽𝐽 × 𝐵𝐵�⃗  

სტაციონარულ მდგომარეობაში, როცა დენის სიმკვრივე დროში მუდმივი სიდიდეა (ანუ როცა 𝑑𝑑𝐽𝐽 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ = 0) წინა 
განტოლებიდან ვღებულობთ: 

𝐸𝐸�⃗ =
𝑚𝑚
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐽𝐽 +
1
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐽𝐽 × 𝐵𝐵�⃗  

(0.5 ქულა) 
 



რადგან 𝐵𝐵�⃗  ავიღეთ 𝑧𝑧 ღერძის მიმართულებით და ფირფიტაში დენები მხოლოდ 𝑥𝑥𝑥𝑥 სიბრტყეში შეიძლება 
გავრცელდეს, ამიტომ გვექნება 

𝐸𝐸𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥𝐽𝐽𝑥𝑥 + 𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥𝐽𝐽𝑦𝑦;              𝐸𝐸𝑦𝑦 = 𝜌𝜌𝑦𝑦𝑦𝑦𝐽𝐽𝑦𝑦 + 𝜌𝜌𝑦𝑦𝑦𝑦𝐽𝐽𝑥𝑥 
სადაც 

𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜌𝜌𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝑚𝑚
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛

;                    𝜌𝜌𝑥𝑥𝑥𝑥 = −𝜌𝜌𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐵𝐵
𝑛𝑛𝑛𝑛

 

(0.5 ქულა) 
A.7  დენი 𝑦𝑦 -ის მიმართულებით არა გვაქვს, ამიტომ ვწერთ 

𝑉𝑉𝑥𝑥
𝐿𝐿

=
𝑚𝑚
𝑒𝑒2𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼𝑥𝑥
ℎ𝑑𝑑

;          
𝑉𝑉𝑦𝑦
𝑑𝑑

= −
𝐵𝐵
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝐼𝐼𝑥𝑥
ℎ𝑑𝑑

 

და მივიღებთ ელექტრონების კონცენტაციისა და ელექტრონის დაჯახების დროებისთვის: 

𝑛𝑛 =
𝐵𝐵
𝑒𝑒

|𝐼𝐼𝑥𝑥|
�𝑉𝑉𝑦𝑦�ℎ

;         𝜏𝜏 =
𝑚𝑚
𝑒𝑒2𝑛𝑛

𝐿𝐿|𝐼𝐼𝑥𝑥|
ℎ𝑑𝑑|𝑉𝑉𝑥𝑥| =

𝑚𝑚
𝑒𝑒𝑒𝑒

𝐿𝐿�𝑉𝑉𝑦𝑦�
𝑑𝑑|𝑉𝑉𝑥𝑥| 

და თუ ჩავსვამთ 𝐵𝐵 = 1.5 ტესლა, |𝐼𝐼𝑥𝑥| = 100 ამპერი, 𝑒𝑒 = 1.6 ∙ 10−19 კულონი, 𝑚𝑚 = 9 ∙ 10−31 კილოგრამი, 𝑑𝑑 = 10−2 
მეტრი, ℎ = 2 ∙ 10−3 მეტრი, 𝐿𝐿 = 10−1 მეტრი, 𝑉𝑉𝑥𝑥 = 8 ∙ 10−3 ვოლტი, 𝑉𝑉𝑦𝑦 = 8 ∙ 10−6 ვოლტი. აქედან გამოდის, რომ  

𝑛𝑛 =
1.5

1.6 ∙ 10−19
100

8 ∙ 10−6 ∙ 2 ∙ 10−3
≈ 5.8 ∙ 1028 მ−3;         𝜏𝜏 =

9 ∙ 10−31

1.6 ∙ 10−19
∙

10−1 ∙ 8 ∙ 10−6

1.5 ∙ 10−2 ∙ 8 ∙ 10−3
≈ 3.75 ∙ 10−14წამი. 

(0.5 ქულა) 
 
 
B ნაწილი 
B.1 ამგვარად ზოგად შემთხვევაში დენის სიმკვრივისთვის ჩაიწერება განტოლება: 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝐽𝐽
𝜏𝜏

+
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸 

თუ გამტარში არსებული ელექტრული ველი ჰარმონიულად იცვლება 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, მაშინ დენის 
სიმკვრივისთვის მივიღებთ: 

𝐽𝐽 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛

𝑚𝑚(𝑖𝑖𝑖𝑖 + 1 𝜏𝜏)⁄ 𝐸𝐸0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛

𝑚𝑚(𝑖𝑖𝑖𝑖 + 1 𝜏𝜏)⁄ 𝐸𝐸 

აქედან: 

𝜎𝜎 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛

𝑚𝑚�𝜔𝜔2 + 1 𝜏𝜏2⁄
,             𝛼𝛼 = −atan(𝜔𝜔𝜔𝜔) 

ანუ მცირე სიხშირეებისთვის ისევ გვაქვს წინათ მიღებული გამოსახულება გამტარებლობისთვის, ხოლო 
დიდი სიხშირეებისთვის 𝜔𝜔 ≫ 1 𝜏𝜏⁄  კი ვღებულობთ სიხშირეზე დამოკიდებულ გამტარებლობას: 

𝜎𝜎 =
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝜔𝜔𝜔𝜔

,     𝛼𝛼 = −
𝜋𝜋
2

 

(0.5 ქულა) 
B.2 ახლა განვიხილოთ თხელ გამტარ ფირფიტაზე მოდებული ცვლადი გარე ველი 𝐸𝐸0. თუ აღვნიშნავთ 𝑄𝑄 -თი 
ფირფიტის კედლებზე დაგრობებული მუხტის ზედაპირულ სიმკვრივეს, მაშინ გვექნება, რომ  

𝐽𝐽 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

(0.5 ქულა) 
 
ხოლო ელექტრული ველი ფირფიტის შიგნით იქნება 𝐸𝐸′ = 𝐸𝐸(𝑡𝑡) − 𝑄𝑄(𝑡𝑡) 𝜀𝜀0⁄ .  

(0.5 ქულა) 
 
B.3 და ზედაპირული მუხტისთვის განტოლებას ექნება სახე: 

𝑑𝑑2𝑄𝑄
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −
1
𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

−
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝜀𝜀0𝑚𝑚

𝑄𝑄 +
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸(𝑡𝑡) 



(1.0 ქულა) 
B.4 აღვნიშნოთ პლაზმის სიხშირე 𝜔𝜔𝑝𝑝 = �𝑒𝑒2𝑛𝑛 𝜀𝜀0𝑚𝑚⁄   და თუ მოვძებნით ზედაპირულ მუხტს როგორც 𝑄𝑄 =
𝑄𝑄0𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 cos𝜔𝜔𝜔𝜔, მივიღებთ 

𝜔𝜔𝑝𝑝2 − 𝜔𝜔2 + 𝜆𝜆2 =
𝜆𝜆
𝜏𝜏

;       𝜔𝜔𝜔𝜔 =
𝜔𝜔
2𝜏𝜏

;            ⇒           𝜆𝜆 =
1

2𝜏𝜏
;      𝜔𝜔 = �𝜔𝜔𝑝𝑝2 − �

1
2𝜏𝜏
�
2

; 

როცა 𝜔𝜔𝑝𝑝 > 1/2𝜏𝜏. თუ 𝜔𝜔 ≫ 1 𝜏𝜏⁄ , მაშინ რა თქმა უნდა გვაქვს რხევის სიხშირისთვის: 

𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑝𝑝 = �𝑒𝑒2𝑛𝑛 𝜀𝜀0𝑚𝑚⁄       (0.5 ქულა) 

 
 
C ნაწილი 
C.1  მაქსველის განტოლებები მარტივი გარდაქმნების შედეგად გვაძლევს ტალღურ განტოლებას ელექტრული 
ველის 𝐸𝐸𝑥𝑥 კომპონენტისთვის, რომელსაც 𝑧𝑧 = 0 ზედაპირზე ნორმალური დაცემის შემთხვევაში აქვს შემდეგი 
სახე: 

𝑛𝑛02

𝑐𝑐2
𝜕𝜕2𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑡𝑡2

−
𝜕𝜕2𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+
1

𝜀𝜀0𝑐𝑐2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

რადგან როცა 𝜏𝜏 → ∞ 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝑚𝑚

𝐸𝐸 

(0.5 ქულა) 
თუ ამას გავითვალისწინებთ წინა განტოლებაში, მივიღებთ:  

𝑛𝑛02

𝑐𝑐2
𝜕𝜕2𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑡𝑡2

−
𝜕𝜕2𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑧𝑧2

+
𝑒𝑒2𝑛𝑛
𝜀𝜀0𝑐𝑐2𝑚𝑚

𝐸𝐸 = 0 

(0.5 ქულა) 
C.2  ვეძებოთ ტალღური ამონახსნი შემდეგი სახით: 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑒𝑒𝑖𝑖(𝜔𝜔𝜔𝜔−𝑘𝑘𝑘𝑘). ჩასმის შედეგად მივიღებთ: 

𝑛𝑛02

𝑐𝑐2
𝜔𝜔2 − 𝑘𝑘2 −

𝜔𝜔𝑝𝑝2

𝑐𝑐2
= 0           ⇒                 𝑘𝑘𝑘𝑘 = ±�𝑛𝑛02𝜔𝜔2 − 𝜔𝜔𝑝𝑝2 

სადაც, განმარტებით 𝜔𝜔𝑝𝑝 = �𝑒𝑒2𝑛𝑛 𝜀𝜀0𝑚𝑚⁄ . მაღალი სიხშირეებისთვის 𝜔𝜔 > 𝜔𝜔𝑝𝑝/𝑛𝑛0 ტალღური რიცხვი 𝑘𝑘 ნამდვილი 
სიდიდეა და გვაქვს ელექტრომაგნიტური ტალღების გამჭვირვალედ გატარება მეტალში, ხოლო დაბალი 
სიხშირეებისთვის 𝜔𝜔 < 𝜔𝜔𝑝𝑝/𝑛𝑛0 ტალღური ვექტორი მთლიანად წარმოსახვითია  

𝑘𝑘𝑘𝑘 = ±𝑖𝑖�𝜔𝜔𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛02𝜔𝜔2 

ელექტრული ველის დაძაბულობას აქვს სახე (უსასრულოდ რომ არ იზრდებოდეს ველი მეტალში შეღწევის 
შემდეგ უნდა ავირჩიოთ მინუს ნიშანი): 

𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖exp

⎝

⎛−
𝑧𝑧�𝜔𝜔𝑝𝑝2 − 𝑛𝑛02𝜔𝜔2

𝑐𝑐
⎠

⎞ 

(1.0 ქულა) 
 
 
 

 



ამოცანა N3-ის ამოხსნა და შეფასების სქემა: დიამაგნიტური ლევიტაცია 
 
A ნაწილი 
 
A.1 განვიხილოთ ძალიან დაბალი ცილინდრი, რომლის ზედა ფუძე მდებარეობს სივრცის ზედა ნაწილში, 
ხოლო ქვედა ქვედაში. ამ ცილინდრში 𝐵𝐵 ველის ნაკადი უნდა იყოს ნულის ტოლი. ეს ნიშნავს რომ: 

𝐵𝐵𝑧𝑧−(0, 𝑟𝑟) = 𝐵𝐵𝑧𝑧+(0, 𝑟𝑟) 
(0.25 ქულა) 

განვიხილოთ ძალიან დაბალი მართკუთხედი, რომლის ზედა გვერდი მდებარეობს სივრცის ზედა ნაწილში, 
ხოლო ქვედა ქვედაში. ამ მართკუთხედის პერიმეტრზე 𝐻𝐻-ის ცირკულაცია უნდა იყოს ნულის ტოლი. ეს 
ნიშნავს რომ: 

𝐵𝐵𝑟𝑟+(0, 𝑟𝑟)
𝜇𝜇0𝜇𝜇1

=
𝐵𝐵𝑟𝑟−(0, 𝑟𝑟)
𝜇𝜇0𝜇𝜇2

 

ანუ: 

𝐵𝐵𝑟𝑟−(0, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇2
𝜇𝜇1
𝐵𝐵𝑟𝑟+(0, 𝑟𝑟) 

(0.25 ქულა) 
 
A.2 ზედა არეში მაგნიტური ველის მართობული და რადიალური კომპონენტები იქნება შესაბამისად: 

𝐵𝐵𝑧𝑧+(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 − ℎ)

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′ (𝑧𝑧 − ℎ′)

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ′)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.1 ქულა) 

𝐵𝐵𝑟𝑟+(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′ 𝑟𝑟

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ′)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.1 ქულა) 
ქვედა არეში კი: 

𝐵𝐵𝑧𝑧−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′′ (𝑧𝑧 − ℎ′′)

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ′′)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.1 ქულა) 

𝐵𝐵𝑟𝑟−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′′ 𝑟𝑟

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ′′)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.1 ქულა) 
პირველ პუნქტში მიღებული პირობების თანახმად ვიღებთ: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

−𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚ℎ

4𝜋𝜋(ℎ2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
−𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′ ℎ′

4𝜋𝜋�ℎ′2 + 𝑟𝑟2�
3
2

=
−𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚′′ ℎ′′

4𝜋𝜋�ℎ′′2 + 𝑟𝑟2�
3
2

𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋𝜇𝜇1(ℎ2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
𝑞𝑞𝑚𝑚′ 𝑟𝑟

4𝜋𝜋𝜇𝜇1�ℎ′
2 + 𝑟𝑟2�

3
2

=
𝑞𝑞𝑚𝑚′′ 𝑟𝑟

4𝜋𝜋𝜇𝜇2�ℎ′′
2 + 𝑟𝑟2�

3
2

 

(0.1 ქულა) 
თუ გვინდა რომ ეს პირობა შესრულდეს ნებისმიერი 𝑟𝑟-თვის, მაშინ ℎ′ = ±ℎ და ℎ′′ = ±ℎ. სივრცის ქვედა 
ნაწილში ველის დათვლისას სინგულარობა არსად არ უნდა მივიღოთ და ზედა ნაწილში დათვლისას კი 
მარტო ორიგინალი მაგნიტური მუხტის ადგილას, ამიტომ: 

ℎ′ = −ℎ 
ℎ′′ = ℎ 

(0.2 ქულა) 
ამის ტოლობების ჩასმით მივიღებთ: 

�
𝑞𝑞𝑚𝑚 − 𝑞𝑞𝑚𝑚′ = 𝑞𝑞𝑚𝑚′′
𝑞𝑞𝑚𝑚
𝜇𝜇1

+
𝑞𝑞𝑚𝑚′

𝜇𝜇1
=
𝑞𝑞𝑚𝑚′′

𝜇𝜇2
 

(0.1 ქულა) 
ამ სისტემის ამოხსნით მივიღებთ: 

𝑞𝑞𝑚𝑚′ =
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2

𝑞𝑞𝑚𝑚 



(0.1 ქულა) 

𝑞𝑞𝑚𝑚′′ =
2𝜇𝜇2

𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2
𝑞𝑞𝑚𝑚 

(0.1 ქულა) 
 
A.3 წინა პუნქტში მიღებული მუხტებისა და კოორდინატების ჩასმით მივიღებთ: 

𝐵𝐵𝑧𝑧+(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 − ℎ)

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
𝜇𝜇0(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 + ℎ)

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 + ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.075 ქულა) 

𝐵𝐵𝑟𝑟+(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2

+
𝜇𝜇0(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 + ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.075 ქულა) 

𝐵𝐵𝑧𝑧−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
2𝜇𝜇0𝜇𝜇2𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 − ℎ)

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.075 ქულა) 

𝐵𝐵𝑟𝑟−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
2𝜇𝜇0𝜇𝜇2𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
 

(0.075 ქულა) 
ძალწირებს ექნებათ შემდეგი ფორმა: 
 

 
(0.2 ქულა) 

ქულა დაიწერება იმ შემთხვევაში თუ სივრცის ზედა ნაწილში ძალწირები გამოდიან მუხტიდან და მრუდე 
წირები არიან, ხოლო ქვედა ნაწილში კი სწორი ხაზებია, რომელთა გაგრძელებებიც მუხტის ადგილას 
იკვეთებიან. 
 
A.4 ვაკუუმის შემთხვევაში მაგნიტური ველი იქნებოდა: 

𝐵𝐵�⃗ 0(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 − ℎ)

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
𝑧̂𝑧 +

𝜇𝜇0𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
𝑟̂𝑟 

(0.1 ქულა) 
ქვედა ნაწილში ველი არის: 



𝐵𝐵�⃗ −(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
2𝜇𝜇0𝜇𝜇2𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑧𝑧 − ℎ)

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
𝑧̂𝑧 +

2𝜇𝜇0𝜇𝜇2𝑞𝑞𝑚𝑚𝑟𝑟

4𝜋𝜋(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
𝑟̂𝑟 

(0.1 ქულა) 
აქედან ცხადად ჩანს რომ: 

𝐵𝐵�⃗ −(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
2𝜇𝜇2

𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2
𝐵𝐵�⃗ 0(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) 

ანუ: 

𝑐𝑐 =
2𝜇𝜇2

𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2
 

(0.3 ქულა) 
 
B ნაწილი 
 
B.1 𝑧𝑧 = ℎ, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატზე მდებარე 𝑀𝑀 მომენტის მქონე დიპოლი განვიხილოთ როგორც 𝑧𝑧 = ℎ + 𝑑𝑑

2
, 𝑟𝑟 = 0 

კოორდინატში მდებარე 𝑞𝑞𝑚𝑚 მუხტი და ℎ − 𝑑𝑑
2
, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატში მდებარე −𝑞𝑞𝑚𝑚, ისე რომ 𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝑚𝑚𝑑𝑑. მეორე 

პუნქტში მიღებული შედეგის თანახმად ველს ასევე შექმნიან 𝑧𝑧 = −ℎ − 𝑑𝑑
2
, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატში მდებარე 𝜇𝜇1−𝜇𝜇2

𝜇𝜇1+𝜇𝜇2
𝑞𝑞𝑚𝑚 

მუხტი და 𝑧𝑧 = −ℎ + 𝑑𝑑
2
, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატში მდებარე −𝜇𝜇1−𝜇𝜇2

𝜇𝜇1+𝜇𝜇2
𝑞𝑞𝑚𝑚 მუხტი. ეს ნიშნავს რომ დიპოლზე მოქმედ 

ძალას ექნება მხოლოდ 𝑧𝑧 კომპონენტი, რომელიც ტოლია: 

𝐹𝐹𝑧𝑧 =
𝜇𝜇0
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2

𝑞𝑞𝑚𝑚

4𝜋𝜋 �2 �ℎ + 𝑑𝑑
2��

2 𝑞𝑞𝑚𝑚 +
𝜇𝜇0
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2

𝑞𝑞𝑚𝑚
4𝜋𝜋(2ℎ)2

(−𝑞𝑞𝑚𝑚) −
𝜇𝜇0
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2

𝑞𝑞𝑚𝑚
4𝜋𝜋(2ℎ)2 𝑞𝑞𝑚𝑚 −

𝜇𝜇0
𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2
𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2

𝑞𝑞𝑚𝑚

4𝜋𝜋 �2 �ℎ − 𝑑𝑑
2��

2 (−𝑞𝑞𝑚𝑚) 

(0.5 ქულა) 
გამარტივების შედეგად მივიღებთ: 

𝐹𝐹𝑧𝑧 =
𝜇𝜇0(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑞𝑞𝑚𝑚2

16𝜋𝜋ℎ2(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)��1 +
𝑑𝑑
2ℎ
�
−2

+ �1 −
𝑑𝑑
2ℎ
�
−2

− 2� 

(0.5 ქულა) 
 
რადგან 𝑑𝑑 ≪ ℎ, შეგვიძლია გამოვიყენოთ  (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛼𝛼(𝛼𝛼−1)

2
𝑥𝑥2 მიახლოება, რაც გვაძლევს: 

𝐹𝐹𝑧𝑧 =
𝜇𝜇0(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑞𝑞𝑚𝑚2

16𝜋𝜋ℎ2(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2)�1 −
𝑑𝑑
ℎ

+
3𝑑𝑑2

4ℎ2
+ 1 +

𝑑𝑑
ℎ

+
3𝑑𝑑2

4ℎ2
− 2� =

3𝜇𝜇0(𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋ℎ4(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2) 

(0.5 ქულა) 
 
B.2 რადგან გრავიტაციის ძალა მიმართულია ქვევით, წინა პუნქტში მიღებული ძალა ზემოთ უნდა იყოს 
მიმართული, ანუ 𝐹𝐹𝑧𝑧 > 0, რაც ნიშნავს რომ 𝜇𝜇1 > 𝜇𝜇2. ეს წონასწორობა სტაბილური იქნება რადგან ℎ-ის 
შემცირებისას ზემოთ მიმართული ძალა იზრდება, ხოლო ℎ-ის გაზრდისას კი ეს ძალა მცირდება. 

(0.5 ქულა) 
 
B.3 წონასწორობის სიმაღლის საპოვნელად დავწეროთ ძალების წონასწორობა: 

𝐹𝐹𝑧𝑧(ℎ0) = 𝑚𝑚𝑚𝑚 
(0.2 ქულა) 

ℎ0 = �
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)𝑚𝑚𝑚𝑚
4

 

(0.3 ქულა) 
 
B.4 თუ წონასწორობის მდებარეობან გადახრა არის 𝑧𝑧 მაშინ: 

𝑚𝑚𝑧̈𝑧 =
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋(ℎ0 + 𝑧𝑧)4(1 + 𝜇𝜇) −𝑚𝑚𝑚𝑚 =
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋ℎ04(1 + 𝜇𝜇) �1 +
𝑧𝑧
ℎ0
�
−4
− 𝑚𝑚𝑚𝑚 

(0.4 ქულა) 
რადგან 𝑧𝑧 ≪ ℎ0 შეგვიძლია გამოვიყენოთ (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 მიახლოება, რაც გვაძლევს: 



𝑧̈𝑧 =
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋ℎ04(1 + 𝜇𝜇)𝑚𝑚
�1 −

4𝑧𝑧
ℎ0
� − 𝑔𝑔 = −

3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

8𝜋𝜋ℎ05(1 + 𝜇𝜇)𝑚𝑚
𝑧𝑧 = −

4𝑔𝑔
ℎ0

𝑧𝑧 

(0.4 ქულა) 
ეს ნიშნავს რომ პერიოდი არის: 

𝑇𝑇 = 𝜋𝜋�
ℎ0
𝑔𝑔

 

(0.2 ქულა) 
 
 
C ნაწილი 
 
C.1 ქვედა სივრცეში 𝑧𝑧 კოორდინატზე არსებულ 𝑟𝑟 რადიუსის წრეწირში ნაკადი უნდა დავითვალოთ 𝐵𝐵−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) 
მაგნიტური ველით, რომლის მოდულიც არის: 

𝐵𝐵−(𝑧𝑧, 𝑟𝑟) =
2𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚

4𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2) 

(0.1 ქულა) 
წარმოვიდგინოთ სფერო რომლის ცენტრი 𝑧𝑧 = ℎ, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატშია და ეხება წრეწირს. მისი რადიუსი 
იქნება 𝑅𝑅 = �𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2. ამ სფეროს ზედაპირზე მაგნიტური ველი იქნება: 

𝐵𝐵−(ℎ − 𝑅𝑅, 0) =
2𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚

4𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)𝑅𝑅2
 

იმ სფერული ქუდის ფართობი რომელსაც წრეწირი ამოჭრის არის: 

𝑆𝑆 = � 2𝜋𝜋𝑅𝑅2 sin𝛼𝛼  𝑑𝑑𝑑𝑑

arccosℎ−𝑧𝑧𝑅𝑅

𝛼𝛼=0

= 2𝜋𝜋𝑅𝑅2 �1 −
ℎ − 𝑧𝑧
𝑅𝑅

� 

შესაბამისად ნაკადი იქნება, რომელსაც შექმნის 𝑧𝑧 = ℎ, 𝑟𝑟 = 0 კოორდინატში მყოფი 𝑞𝑞𝑚𝑚 მუხტი იქნება: 

Φ(ℎ) = 𝐵𝐵−(ℎ − 𝑅𝑅, 0)𝑆𝑆 =
𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚
1 + 𝜇𝜇

�1 −
ℎ − 𝑧𝑧

�𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2
� 

(0.2 ქულა) 
დიპოლის მიერ შექმნილი ნაკადი იქნება: 
დიპოლის შეგმნილი ნაკადი იქნება: 

Φ𝑑𝑑 = Φ�ℎ +
𝑑𝑑
2
� − Φ�ℎ −

𝑑𝑑
2
� =

𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚
1 + 𝜇𝜇

⎝

⎛
ℎ − 𝑑𝑑

2 − 𝑧𝑧

�𝑟𝑟2 + �𝑧𝑧 − ℎ + 𝑑𝑑
2�

2
−

ℎ + 𝑑𝑑
2 − 𝑧𝑧

�𝑟𝑟2 + �𝑧𝑧 − ℎ − 𝑑𝑑
2�

2

⎠

⎞ 

(0.2 ქულა) 
გამარტივებით და 𝑑𝑑-ს კვადრატული წევრის გადაგდებით მივიღებთ: 

Φ𝑑𝑑 =
𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚

(1 + 𝜇𝜇)�𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2
��ℎ −

𝑑𝑑
2
− 𝑧𝑧��1 +

(𝑧𝑧 − ℎ)𝑑𝑑
𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2�

−12
− �ℎ +

𝑑𝑑
2
− 𝑧𝑧� �1 −

(𝑧𝑧 − ℎ)𝑑𝑑
𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2�

−12
� 

(0.2 ქულა) 
 
რადგან 𝑑𝑑 ≪ 𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2 შეგვიძლია გამოვიყენოთ (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 მიახლოება, რაც 𝑑𝑑-ს კვადრატული 
წევრის გადაგდების შემდეგ გვაძლევს: 

Φ𝑑𝑑 =
𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑞𝑞𝑚𝑚

(1 + 𝜇𝜇)�𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2
��ℎ −

𝑑𝑑
2
− 𝑧𝑧��1 −

1
2 (𝑧𝑧 − ℎ)𝑑𝑑

𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2� − �ℎ +
𝑑𝑑
2
− 𝑧𝑧��1 +

1
2 (𝑧𝑧 − ℎ)𝑑𝑑

𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2��

=
−𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑀𝑀𝑟𝑟2

(1 + 𝜇𝜇)(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)
3
2
 

(0.3 ქულა) 
თუ ნაწილაკის სიჩქარეა 𝑣𝑣, მაშინ ნაკადის ცვლილების სიჩქარე იქნება: 

𝑑𝑑Φ𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=
𝑑𝑑Φ𝑑𝑑

𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
−3𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑀𝑀𝑟𝑟2𝑣𝑣(𝑧𝑧 − ℎ)

(1 + 𝜇𝜇)(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)
5
2
 



(0.1 ქულა) 
თუ წრეწირზე შემოვლას გავაკეთებთ საათის ისრის მიმართულებით, მივიღებთ: 

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 = −
𝑑𝑑Φ𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
 

(0.1 ქულა) 
საიდანაც: 

𝐸𝐸 =
3𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑀𝑀𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧 − ℎ)

2𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)
5
2
 

(0.1 ქულა) 
ომის კანონის თანახმად: 

𝑗𝑗 =
𝐸𝐸
𝜌𝜌

=
3𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑀𝑀𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧 − ℎ)

2𝜋𝜋𝜌𝜌(1 + 𝜇𝜇)(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)
5
2
 

(0.2 ქულა) 
 
C.2 განვიხილოთ წინა პუნქტში შემოღებული წრეწირი და მივცეთ 𝑑𝑑𝑑𝑑 სიგანე და 𝑑𝑑𝑑𝑑 სისქე. მასში საათის ისრის 
საწინააღმდეგოდ გამავალი დენის ძალა იქნება: 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑗𝑗 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
−3𝜇𝜇0𝜇𝜇𝑀𝑀𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧 − ℎ)

2𝜋𝜋𝜌𝜌(1 + 𝜇𝜇)(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)
5
2
∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.1 ქულა) 
ეს რგოლი ვაკუუმში რომ ყოფილიყო, მისი შექმნილი ველი  𝑧𝑧 = ℎ + 𝛿𝛿, 𝑟𝑟 = 0 წერტილში მიმართული იქნება 𝑧𝑧 
ღერძის გასწვრივ და მის საპოვნელად შეგვიძლია გამოვიყენოთ ბიო-სავარის კანონი: 

𝑑𝑑𝐵𝐵𝑧𝑧 =
𝜇𝜇0
4𝜋𝜋

2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑧𝑧 − ℎ − 𝛿𝛿)2 + 𝑟𝑟2

𝑟𝑟

�(𝑧𝑧 − ℎ − 𝛿𝛿)2 + 𝑟𝑟2
=

𝜇𝜇0𝑟𝑟2 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

2((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2 �1 − 2(𝑧𝑧 − ℎ)𝛿𝛿

(𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2 + 𝛿𝛿2
(𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2�

3
2
 

(0.5 ქულა) 
რადგან ეს რგოლი იმყოფება 𝜇𝜇 მაგნიტური შეღწევადობის გარემოში, სივრცის ზედა ნაწილში ველის 
დასათვლელად ვაკუუმში მიღებული შედეგი უნდა გავამრავლოთ 2

1+𝜇𝜇
-ზე. ამის გათვალისწინებით, 𝛿𝛿 -ს 

კვადრატული წევრის გადაგდებით და (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 მიახლოების გამოყენებით მივიღებთ: 

𝑑𝑑𝐵𝐵𝑧𝑧 =
𝜇𝜇0𝑟𝑟2 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

(1 + 𝜇𝜇)((𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2)
3
2
�1 +

3(𝑧𝑧 − ℎ)𝛿𝛿
(𝑧𝑧 − ℎ)2 + 𝑟𝑟2

� 

(0.2 ქულა) 
დენის გამოსახულების ჩასმით მივიღებთ: 

𝑑𝑑𝐵𝐵𝑧𝑧 =
−3𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀𝑣𝑣

2𝜌𝜌𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 �
𝑟𝑟3(𝑧𝑧 − ℎ)

(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)4 + 3𝛿𝛿
𝑟𝑟3(𝑧𝑧 − ℎ)2

(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)5� ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.1 ქულა) 
მთლიანი ველი იქნება: 

𝐵𝐵𝑧𝑧 = � � 𝑑𝑑𝐵𝐵𝑧𝑧
𝑧𝑧=0

𝑧𝑧=−∞

𝑟𝑟=∞

𝑟𝑟=0

=
−3𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀𝑣𝑣

2𝜌𝜌𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 �� �
𝑟𝑟3(𝑧𝑧 − ℎ)

(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)4
𝑧𝑧=0

𝑧𝑧=−∞
∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟=∞

𝑟𝑟=0
+ 3𝛿𝛿 � �

𝑟𝑟3(𝑧𝑧 − ℎ)2

(𝑟𝑟2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2)5
𝑧𝑧=0

𝑧𝑧=−∞
∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟=∞

𝑟𝑟=0
� 

(0.5 ქულა) 
მოცემული ტოლობის თანახმად მივიღებთ: 

𝐵𝐵𝑧𝑧(𝛿𝛿) =
−3𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀𝑣𝑣

2𝜌𝜌𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 �−
1

24ℎ2
+

𝛿𝛿
24ℎ3

� 

(0.1 ქულა) 
 
C.3 წინა პუნქტში მიღებული ველის მიერ დიპოლზე მოქმედი ძალაა: 

𝐹𝐹𝑧𝑧 = 𝑞𝑞𝑚𝑚 �𝐵𝐵𝑧𝑧 �
𝑑𝑑
2
� − 𝐵𝐵𝑧𝑧 �−

𝑑𝑑
2
�� =

𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀2𝑣𝑣
16𝜌𝜌ℎ3𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 

(0.5 ქულა) 
თუ წონასწორობის მდებარეობიდან გადახრა არის 𝑧𝑧 მაშინ: 



𝑚𝑚𝑧̈𝑧 =
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

32𝜋𝜋ℎ04(1 + 𝜇𝜇) �1 +
𝑧𝑧
ℎ0
�
−4
− 𝑚𝑚𝑚𝑚 −

𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀2𝑣𝑣
16𝜌𝜌ℎ03𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 

(0.1 ქულა) 
რადგან 𝑧𝑧 ≪ ℎ0 შეგვიძლია გამოვიყენოთ (1 + 𝑥𝑥)𝛼𝛼 ≈ 1 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 მიახლოება, რაც გვაძლევს: 

𝑧̈𝑧 = −
3𝜇𝜇0(1 − 𝜇𝜇)𝑀𝑀2

8𝜋𝜋ℎ05(1 + 𝜇𝜇)𝑚𝑚
𝑧𝑧 −

𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀2

16𝜌𝜌𝜌𝜌ℎ03𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 𝑧̇𝑧 = −
4𝑔𝑔
ℎ0

𝑧𝑧 −
𝜇𝜇02𝜇𝜇𝑀𝑀2

16𝜌𝜌𝜌𝜌ℎ03𝜋𝜋(1 + 𝜇𝜇)2 𝑧̇𝑧 

(0.2 ქულა) 
შესაბამისად რხევის პერიოდი არის: 

𝑇𝑇 =
2𝜋𝜋

�4𝑔𝑔
ℎ0

− 𝜇𝜇04𝜇𝜇2𝑀𝑀4

1024𝜌𝜌2𝑚𝑚2ℎ06𝜋𝜋2(1 + 𝜇𝜇)4

 

(0.2 ქულა) 
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